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W i t h the help o f a convenient version o f the method o f the quasi-expectation value it is shown 
that quantum condensation o f an interacting boson gas does not occur in finite systems and even 
not if the thermodynamic limit is per formed with respect to one or two space dimensions only . 

Q u a n t u m c o n d e n s a t i o n o f a n i n t e r a c t i n g b o s o n 
g a s is f o r m u l a t e d w i t h t h e h e l p o f t h e m e t h o d o f 
t h e q u a s i - e x p e c t a t i o n v a l u e 1 . A c o n v e n i e n t v e r s i o n 
o f t h i s m e t h o d w a s g i v e n r e c e n t l y b y t h e a u t h o r 2 . 
I t e s s e n t i a l l y l e a d s t o t h e i n t r o d u c t i o n o f n e w 
b u i l d i n g b l o c k s i n t o a d i a g r a m a t i c p e r t u r b a t i o n 
e x p a n s i o n . T h e s e n e w e l e m e n t s d i s a p p e a r a g a i n i f , 
i n t h e e n d o f t h e c a l c u l a t i o n , t h e q u a s i - e x p e c t a t i o n 
v a l u e i s o b t a i n e d b y a l i m i t i n g p r o c e d u r e . B u t t h e y 
m a y st i l l l e a v e a t r a c e . T h i s is q u a n t u m c o n d e n s a -
t i o n . 

I n R e f . 2 i t w a s a l s o s h o w n t h a t q u a n t u m c o n -
d e n s a t i o n i n t h i s s e n s e c a n n o t o c c u r i n a f i n i t e 
v o l u m e i f p e r i o d i c b o u n d a r y c o n d i t i o n s a r e p o s t u -
l a t e d . S i n c e s u c h b o u n d a r y c o n d i t i o n s a r e s o m e -
w h a t u n p h y s i c a l , t h e p r o b l e m is t a k e n u p a g a i n i n 
t h e p r e s e n t p a p e r f o r m o r e p h y s i c a l b o u n d a r y 
c o n d i t i o n s . 

I n S e c . 1, t h e a u t h o r ' s v e r s i o n o f t h e m e t h o d o f 
t h e q u a s i - e x p e c t a t i o n v a l u e is f o r m u l a t e d i n r e a l 
s p a c e ( i n s t e a d o f m o m e n t u m s p a c e ) a n d i n t h i s w a y 
b e c o m e s a p p l i c a b l e t o finite s y s t e m s w i t h p h y s i c a l 
b o u n d a r y c o n d i t i o n s . F o r a m o r e d e t a i l l e d p r e s e n t a -
t i o n t h e r e a d e r is r e f e r r e d t o R e f . 2 . T h e n o n - e x i s -
t e n c e o f q u a n t u m c o n d e n s a t i o n i n finite s y s t e m s i s 
t h e n s h o w n i n S e c t i o n 2 . Q u a n t u m c o n d e n s a t i o n i n 
t h e l i t e ra l s e n s e c a n , t h e r e f o r e , a t m o s t o c c u r i n 
i n f i n i t e s y s t e m s , i . e . , i n t h e t h e r m o d y n a m i c l i m i t . 
T h i s r e s u l t is n o t s u r p r i s i n g f r o m a m a t h e m a t i c a l 
p o i n t o f v i e w s i n c e r e p r e s e n t a t i o n s o f t h e c a n o n i c a l 
c o m m u t a t i o n r e l a t i o n s , w h i c h a r e n o t e q u i v a l e n t 
t o t h e F o c k r e p r e s e n t a t i o n , d o n o t e x i s t f o r finite 
s y s t e m s 3 . 

Q u a n t u m c o n d e n s a t i o n d o e s s t i l l n o t o c c u r i f t h e 
t h e r m o d y n a m i c l i m i t is m a d e w i t h r e s p e c t t o o n e 
o r t w o s p a c e d i m e n s i o n s o n l y . T h i s is s h o w n i n 
S e c t i o n 3 . S i m i l a r r e s u l t s w e r e , f o r s t r i c t l y o n e a n d 
t w o d i m e n s i o n a l s y s t e m s w i t h n o s p a t i a l e x t e n s i o n 
i n o t h e r d i m e n s i o n s , o b t a i n e d e a r l i e r b y H O H E N -
B E R G 4 . T h e p r e s e n t t r e a t m e n t r e s e m b l e s H O H E N -

BERG's i n s o f a r as a g a i n t h e n o n - e x i s t e n c e o f a 
c e r t a i n m o m e n t u m i n t e g r a l b e c o m e s d e c i s i v e f o r 
t h e p r o o f . 

I t is d i f f i c u l t t o s a y w h a t t h e s e r e s u l t s m e a n 
f r o m a m o r e p h y s i c a l p o i n t o f v i e w . I t s e e m s 
p o s s i b l e a n d p e r h a p s e v e n l i k e l y t h a t a q u a l i t a t i v e 
c h a n g e s i m i l a r t o a p h a s e t r a n s i t i o n s t i l l o c c u r s i n 
t h o s e c a s e s i n w h i c h t h e o c c u r r e n c e o f q u a n t u m 
c o n d e n s a t i o n i n t h e l i t e r a l s e n s e is d i s p r o v e d . 

T h e a u t h o r h o p e s t o e x t e n d t h e c o n s i d e r a t i o n s 
o f t h i s p a p e r t o t h e i n t e r a c t i n g f e r m i o n g a s a t a 
l a t e r o c c a s i o n . 

1. Quasi-Expectation Value 
and Quantum Condensation 

T h e s y s t e m u n d e r d i s c u s s i o n is a g a s o f i d e n t i c a l 
b o s o n s c o n t a i n e d i n a finite v o l u m e . T h e p a r t i c l e 
a n n i h i l a t i o n a n d c r e a t i o n o p e r a t o r s s h a l l b e c a l l e d 
xp(r) a n d ip*(r), r e s p e c t i v e l y . T h e y s a t i s f y t h e 
a p p r o p r i a t e c o m m u t a t i o n r e l a t i o n s a n d v a n i s h o n 
t h e s u r f a c e . Hq is t h e H a m i l t o n i a n o p e r a t o r o f n o n -
i n t e r a c t i n g b o s o n s c o n t a i n e d i n t h e v o l u m e , a n d N 
is t h e p a r t i c l e - n u m b e r o p e r a t o r . T h e n i t i s 

H0-/UN 

— j" [ ( l / 2 m ) g r a d ip*(r) • g r a d ip{r) ( 1 . 1 ) 

— /J, ip*{r) y(r) ] d3r, 

w h e r e (jl i s t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l a n d m t h e 
p a r t i c l e m a s s . T h e i n t e g r a l is e x t e n d e d o v e r t h e 
v o l u m e o f t h e s y s t e m . 

T h e c o n c e p t o f t h e q u a s i - e x p e c t a t i o n v a l u e 1 , 2 i s 
n o w i n t r o d u c e d b y a d d i n g t h e o p e r a t o r 

H=-r]0 [ JfJ (r) W (r) + y <*(r) (r)] d*r (1.2) 

t o Ho — fiN. T h e c - n u m b e r f u n c t i o n £o(r) sa t i s f i e s 
t h e e i g e n v a l u e e q u a t i o n 

[-(l/2m)A-p]£o(r) = i?o£o(r) (1.3) 
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i n s i d e t h e v o l u m e o f t h e s y s t e m a n d v a n i s h e s o n 
t h e s u r f a c e . I t s e e m s a d v i s a b l e t o u s e t h e e i g e n -
f u n c t i o n w i t h t h e s m a l l e s t p o s s i b l e e i g e n v a l u e 
r\o(>—fx) w h i c h is a s s u m e d t o b e d i f f e r e n t f r o m 
z e r o . A l s o t h e e i g e n v a l u e e n t e r s i n t o E q . (1 .2 ) . 
Q u a s i - e x p e c t a t i o n v a l u e s a re e x p e c t a t i o n v a l u e s f o r 
f o ( r ) £ 0 i n t h e l i m i t f 0 ( r ) - > 0 . 

T h e o p e r a t o r H o + H — / u N is d i a g o n a l i z e d b y 
t h e i n t r o d u c t i o n o f n e w b o s o n a n n i h i l a t i o n a n d 
c r e a t i o n o p e r a t o r s , <p(r) a n d <p*(r), w i t h t h e h e l p o f 

y(r) = <p(r) + £o{r), 
V*(r) = <p*{r) + ?0(r). (1.4) 

I t i s 

H0 + H - P N 

= J [ ( l / 2 m ) g r a d <p*{r) • g r a d <p{r) (1 .5 ) 

— / M 9 ? * ( r ) 9 ? ( r ) ] d 3 r H , 

w h e r e t h e d o t s s t a n d f o r a c - n u m b e r t e r m w h i c h is 
o f n o p a r t i c u l a r r e l e v a n c e . T h e first t e r m o n t h e 
r i g h t h a n d s i d e o b v i o u s l y s h o w s t h e s a m e m a t h e -
m a t i c a l s t r u c t u r e as t h e r i g h t h a n d s ide o f E q . (1 .1 ) . 

N o w a l o c a l t w o - b o d y i n t e r a c t i o n b e t w e e n t h e 
p a r t i c l e s i s i n t r o d u c e d . T h e i n t e r a c t i o n H a m i l -
t o n i a n is , o f c o u r s e , w r i t t e n i n t e r m s o f t h e o p e r a t o r s 
ip{r) and ip*{r), not of the operators cp(r) and (p*{r). 
O n t h e o t h e r h a n d , W i c k ' s t h e o r e m h a s i ts c o n v e n -
t i o n a l f o r m f o r t h e o p e r a t o r s <p ( r ) , cp* ( r ) . B e c a u s e o f 

( r ) > 0 = £o ( r ) , * ( r ) > 0 = ( r ) , (1 .6 ) 

n e w e l e m e n t s t u r n u p i f W i c k ' s t h e o r e m is f o r m u -
l a t e d f o r t h e o p e r a t o r s ip(r) a n d ip*{r). O n t h e l e f t -
h a n d s i d e s o f E q s . ( 1 . 6 ) t h e e x p e c t a t i o n v a l u e i s 
t a k e n w i t h r e s p e c t t o t h e g r a n d ^ c a n o n i c a l e n s e m b l e 
d e f i n e d b y t h e o p e r a t o r Hq-\-H — /uN. 

I f t h e o p e r a t o r H w e r e a b s e n t , t h e o n l y b u i l d i n g 
b l o c k s o f a p e r t u r b a t i o n t h e o r e t i c a n a l y s i s i n t e r m s 
o f d i a g r a m s w o u l d b e ( b r o k e n ) i n t e r a c t i o n l ines , 

= - v ( r - r') ( 1 .7 ) 

a n d ( s o l i d ) p a r t i c l e l i n e s 

=G0(r,r';iz). (1.8) 

H e r e , t h e f r e e - p a r t i c l e G r e e n ' s f u n c t i o n , Go ( r , r'; iz), 

sat i s f i es t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n 

[ - (1/2 m) A - ju-iz] Go (r, r';iz) = d{r- r') 
( 1 .9 ) 

a n d v a n i s h e s o n t h e s u r f a c e . W h e n t h e p e r t u r b a t i o n 
t h e o r e t i c a n a l y s i s s t a r t s f r o m Ho + / / — / / N as t h e 
u n p e r t u r b e d o p e r a t o r , n e w b u i l d i n g b l o c k s ( s t u m p s ) 
t u r n u p . I t i s 

U H = f o ( r ) , ^ H = S ( r ) . ( 1 . 1 0 ) 

S i n c e 2 i s c o n s e r v e d i n v e r t i c e s , i t i s z = 0 in s t u m p s . 
T h e e x p e c t a t i o n v a l u e s 

< y ( r ) > = : | ( r ) , < y * ( r ) > = : | * ( r ) ( 1 . 1 1 ) 

w i t h r e s p e c t t o t h e g r a n d c a n o n i c a l e n s e m b l e i n -
c l u d i n g i n t e r a c t i o n a n d w i t h £0(7") 4=0 m a y b e 
w r i t t e n a s s u m s o v e r s u i t a b l e d i a g r a m s . A f e w 
d i a g r a m s c o n t r i b u t i n g t o £ ( r ) are g i v e n i n F i g u r e 1. 

• < T—I • <= * <= * 6 
Fig. 1. Contributions to £ ( r ) . 

T h e i n f i n i t e s u m m a y b e e x p r e s s e d b y i r r e d u c i b l e 
e l e m e n t s . I t is 

o r 

! ( r ) = £ o ( r ) - J ö o ( r , r ' ; 0 ) 
• Z(r', r"; 0 ) £ ( r " ) d V d 3 f " , ( 1 . 1 3 ) 

w h e r e — Z i s a s u m o v e r a l l i r r e d u c i b l e s e l f - e n e r g j -

g r a p h s w i t h n o n - i n t e r r u p t e d p a r t i c l e l ine . E x a m -

p l e s c o n t r i b u t i n g t o — Z a re g i v e n i n F i g u r e 2 a . 

6 
a) 

< «'< 1 HA—< < »'<1 > 
b) c) 

Fig. 2. a) Contributions to — Z and — 27. b ) Contribution 
to —Z but not to — II. c) Contribution to — A. 

T h e d i a g r a m i n F i g . 2 b d o e s n o t c o n t r i b u t e t o — Z. 
W i t h t h e h e l p o f E q s . ( 1 .3 ) a n d ( 1 . 9 ) , E q . ( 1 . 1 3 ) 
m a y b e r e w r i t t e n as 

[ - ( l / 2 m ) A — [i]lj(r) 
+ j r ( r , r ' ; 0 ) f ( r ' ) d 3 r ' = ^ 0 f o ( r ) . ( 1 . 1 4 ) 



Q u a n t u m c o n d e n s a t i o n i n t h e t e r m i n o l o g y u s e d i n 
t h i s p a p e r o c c u r s i f t h e q u a s i - e x p e c t a t i o n v a l u e s 
[ £ o ( r ) $ 0 , £ o ( r ) 0 ] ( 1 . 1 1 ) a r e d i f f e r e n t f r o m z e r o . 
I n t h i s c a s e E q s . ( 1 . 1 3 ) a n d (1 .14) a d m i t a n o n -
t r i v i a l s o l u t i o n £(r) f o r £o (r) — 0 . 

2. No Quantum Condensation in Finite Systems 

N o r m a l a n d a n o m a l o u s o n e - p a r t i c l e p r o p a g a t o r , 
G ( r , r'; iz) a n d F(r, r'; iz), m a y b e d e f i n e d b y 

ip(r,—ir) ip*{r',—£T'))> 
= R ' > I Z ) 

• e x p [ i Z ( r ' - T ) ] + | ( r ) ^ ( r ' ) , 

tp* (r, — ir)y>* (r', — i r')> (2.1) 

= j2F(r> r ' '> i z ) 

• exp[iz(r' — r)] + £*(r) £*(r'). 

T h e v a r i a b l e s r a n d r' a r e r e s t r i c t e d t o t h e i n t e r v a l 
b e t w e e n z e r o a n d ß, w h e r e ß i s t h e r e c i p r o c a l 
a b s o l u t e t e m p e r a t u r e w i t h B o l t z m a n n ' s c o n s t a n t 
p u t e q u a l t o o n e . i s t h e t i m e o r d e r i n g s y m b o l f o r 

i m a g i n a r y t i m e s . T h e z s u m m a t i o n i s e x t e n d e d o v e r 
a l l e v e n m u l t i p l e s o f 7i/ß. I f t h e l e f t h a n d s i d e s o f 
E q s . ( 2 . 1 ) a r e c a l c u l a t e d w i t h t h e h e l p o f a d i a -
g r a m a t i c p e r t u r b a t i o n t h e o r y , c o n n e c t e d d i a g r a m s 
( f i r s t t e r m s o n t h e r i g h t h a n d s i d e s ) a n d d i s c o n n e c t e d 
d i a g r a m s ( s e c o n d t e r m s o n t h e r i g h t h a n d s i d e s ) a r e 
o b t a i n e d . T h e p r o p a g a t o r s a r e d e f i n e d b y t h e 
c o n n e c t e d c o n t r i b u t i o n s . 

T h e p r o p a g a t o r s s a t i s f y B e l i a e v ' s e q u a t i o n s 5 

-< • + • <r 

(2.2) 

w h e r e d o u b l e l i n e s w i t h d o u b l e a r r o w s d e n o t e t h e 
p r o p a g a t o r s . — Z i s a s u m o v e r a l l i r r e d u c i b l e s e l f -
e n e r g y g r a p h s w i t h o n e i n g o i n g a n d o n e o u t g o i n g 
l i n e ( e x a m p l e s i n F i g . 2 a a n d b ) . — A i s t h e 
a n a l o g o u s s u m o v e r a l l i r r e d u c i b l e s e l f - e n e r g y 
g r a p h s w i t h t w o o u t g o i n g l i n e s ( e x a m p l e i n F i g . 2 c ) . 
E q . ( 2 . 2 ) m a y b e w r i t t e n e x p l i c i t l y i n t h e f o r m 

G (r, r'; i z) = Go (r, r'; i z) 
- jG0 (r, r " ; i z) [Z{r", r'" ;iz)G (r"\ r'; i z) + A (r", r'" ;iz)F (r'", r'; i z)} d3r" d V " , (2.3) 

F (r, r'; i z) = - J G"Q (r, r " ; i z) [A *{r", r'" ;iz)G (r"#, r' ;iz) + Z* (r", r"'; iz)F (r'", r'; i «)] d3r" d3r" ' . 

A p p l i c a t i o n o f E q . (1 .9 ) finally l e a d s t o 

[ - (l/2m) A — n — iz]G(r, r'-iz) 
+ J [Z(r, r";iz)Q (r", r';iz) + A (r, r";iz) F (r", r'; i z)] &r" = <5 (r - r'), (2.4) 

[ - (l/2m) A - fx + iz]F{r, r'-iz) + j[A*{r, r";iz)G(r", r'; i z) + Z*{r, r";iz)F{r", r';iz)] d3r" = 0 , 

w i t h t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n t h a t t h e p r o p a g a t o r s v a n i s h i f t h e first s p a t i a l a r g u m e n t i s s i t u a t e d o n t h e 
s u r f a c e . 

T h e n o r m a l a n d a n o m a l o u s s e l f - e n e r g y p a r t , Z(r, r'; iz) a n d A (r , r ' ; iz), m a y a l s o b e i n t r o d u c e d i n t o 
E q . ( 1 .14 ) . A c t u a l l y i t i s 

J Z(r, r'; 0) f (r') d3r' = J [Z(r, r ' ; 0) £(r') - A (r, r';0)£* (r')] d3r' . (2.5) 

T h e p r o o f i s s i m p l e . — Z i s t h e s u m o v e r a l l t h o s e d i a g r a m s c o n t r i b u t i n g t o — Z i n w h i c h t h e p a r t i c l e 
l i n e i s n o t i n t e r r u p t e d ( F i g u r e 2 a ) . I n t h e r e m a i n i n g c o n t r i b u t i o n s t o — Z , t h e i n g o i n g p a r t i c l e l i n e e n d s i n 
a s t u m p ( F i g . 2 b ) . T h e s i n g l e s t u m p m a y b e r e p l a c e d b y a d o u b l e s t u m p i f i n f i n i t e l y m a n y d i a g r a m s o f a n 
a p p r o p r i a t e t y p e a r e s u m m e d . M u l t i p l i c a t i o n o f t h i s d i a g r a m b y £ ( r ' ) a n d i n t e g r a t i o n w i t h r e s p e c t t o r' 

[ as i n E q . (2 .5 ) ] m e a n s , t h a t a d o u b l e s t u m p i s a d d e d t o t h e i n g o i n g l i n e . I f t h e n t h e o t h e r d o u b l e s t u m p 
i s r e m o v e d , a c o n t r i b u t i o n t o — A ( F i g . 3 c ) i s o b t a i n e d * . 

* T h e p r o o f o f an analogous relation (HUGENHOLTZ-PINES) g iven in R e f . 2 was incorrect since single s tumps were 
n o t s u m m e d up t o g ive doub le s tumps . T h e procedure presented in R e f . 2 does n o t in all cases lead to irreducible 
contr ibut ions to — A . 



A f t e r i n s e r t i o n o f E q . (2 .5 ) i n t o E q . ( 1 .14 ) w e o b t a i n 

[ - (1 /2m) A - fi] £(r) + S [2T(r, r ' ; 0) £(r ' ) - A (r, r'; 0) £* (r')] d3 r ' = Vo £o (r) . (2.6) 

F o r £ O ( r ) = 0 t h i s e q u a t i o n is e q u i v a l e n t t o a r e l a t i o n g i v e n b y HUGENHOLTZ a n d P I N E S 6 f o r t h e t r a n s -
l a t i o n a l l y i n v a r i a n t c a s e . M o r e i m p o r t a n t in t h e p r e s e n t c o n t e x t is t h e o b s e r v a t i o n t h a t t h e h o m o g e n e o u s 
p a r t o f B e l i a e v ' s e q u a t i o n s (2 .4 ) a d m i t s t h e n o n - t r i v i a l s o l u t i o n 

( _ | * ( r ) ) f o r z = 0 a n d £o ( r ) - > 0 . 

T h e o p e r a t o r o c c u r r i n g in E q . ( 2 .4 ) is H e r m i t i a n f o r 2 = 0 b e c a u s e o f 

E(r, r' ;iz) = E* (r', r; — iz), A (r, r'; iz) = A (r , r ; - iz). ( 2 .7 ) 

T h e r e f o r e , a s o l u t i o n o f t h e i n h o m o g e n e o u s B e l i a e v e q u a t i o n s w i t h 2 p u t e q u a l t o z e r o e x i s t s o n l y i f t h e 
a b o v e s o l u t i o n o f t h e h o m o g e n e o u s e q u a t i o n is o r t h o g o n a l t o t h e i n h o m o g e n e i t y . T h i s i s t h e case o n l y f o r 
t h o s e v a l u e s o f r' f o r w h i c h i t is 

£(r ' ) = 0 . (2.8) 

F o r a l l o t h e r v a l u e s o f r ' , a s o l u t i o n o f E q s . ( 2 .4 ) w i t h 2 = 0 d o e s n o t e x i s t . T h e t e r m w i t h 2 = 0 c a n , 
h o w e v e r , n o t b e e x c l u d e d f r o m t h e s u m s in E q s . (2 .1 ) . P r o p a g a t o r s w i t h 2 = 0 c a n a l s o n o t b e e x c l u d e d 
f r o m s k e l e t o n g r a p h s . 

I n t h i s w a y i t i s s h o w n t h a t q u a n t u m c o n d e n s a t i o n o f t h e i n t e r a c t i n g b o s o n g a s in t h e s e n s e o f 

<V>(r)> = £ ( r ) £ 0 f o r £ o ( r ) - * 0 ( 2 . 9 ) 

c a n n o t o c c u r i n finite s y s t e m s . F o r t h e s o m e w h a t a c a d e m i c c a s e o f p e r i o d i c b o u n d a r y c o n d i t i o n s t h i s 
r e s u l t w a s a l r e a d y o b t a i n e d in R e f . 2 . O n l y i f t h e t h e r m o d y n a m i c l i m i t i s d o n e p r i o r t o t h e l i m i t £ o ( r ) 0 , 
q u a n t u m c o n d e n s a t i o n c o u l d p o s s i b l y o c c u r . T h i s p r o b l e m sha l l b e s t u d i e d in t h e s u b s e q u e n t s e c t i o n . 

3. Thermodynamic Limit and Dimensionality 

T h r o u g h o u t t h i s s e c t i o n t h e v a r i a b l e z sha l l b e p u t e q u a l t o z e r o . I n t h i s c a s e t h e o p e r a t o r e n t e r i n g i n t o 
B e l i a e v ' s E q s . ( 2 .4 ) is H e r m i t i a n ; c f . E q . (2 .7 ) . A c o m p l e t e s e t o f p a i r s o f f u n c t i o n s , un(r) a n d vn(r). 
m a y t h e n b e d e f i n e d b y t h e e i g e n v a l u e p r o b l e m 

[ - (1/2 m) A - fi] Un (r) + J [E(r, r'; 0) un (r) + A (r, r'; 0) vn (r')] d3r ' = ln un (r) , 

[ - ( 1 / 2 m ) A - ft] vn (r) + j [A* (r, r ' ; 0 ) un (r') + Z * (r, r ' ; 0 ) vn (r')] d 3 r ' = ln vn ( r ) , ( 3 .1 ) 

w i t h t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n t h a t un(r) a n d vn(r) v a n i s h o n t h e s u r f a c e . T h e e i g e n v a l u e , ) . n , is a rea l 
q u a n t i t y . T h e o r t h o n o r m a l i t y r e l a t i o n m a y b e w r i t t e n as 

J[<(r) un'(r) + v'jr) vn'(r)] &r = önn> • (3.2) 

T h e c o m p l e t e n e s s r e l a t i o n s are t h e n g i v e n b y 

n(r)un{r') = i ( r - r ' ) = ^ Ä ( r ) v*n{r'), 
n n 

2 » . ( r ) < ( r ' ) = 0 = 2 « » ( r ) < ( r ' ) . ( 3 .3 ) 
n n 

I n s e r t i n g t h e c o m p l e t e n e s s r e l a t i o n s i n t o t h e r i g h t h a n d s i d e s o f E q s . ( 2 . 4 ) f o r 2 = 0 , w e o b t a i n t h e resu l t 
t h a t i t i s 

F(r, R>; 0 ) = . ( 3 . 4 ) 
n 'n n "n 

F o r l o ( r ) 0 ( q u a s i - e x p e c t a t i o n v a l u e ) it f o l l o w s f r o m E q . ( 2 . 6 ) t h a t E q . ( 3 . 1 ) is s o l v e d b y 

uo(r) = -vl{r) = Jir£(r), A0 = 0 , (3.5) 



w h e r e JV is a n o r m a l i z a t i o n f a c t o r . T h e s u m s in E q s . ( 3 .4 ) d o n o t e x i s t in th i s case . T h e r e s u l t o b t a i n e d a t 
t h e e n d o f t h e p r e c e d i n g s e c t i o n is in t h i s w a y p r o v e d m o r e e x p l i c i t l y . 

T h e t h e r m o d y n a m i c l i m i t sha l l n o w b e p e r f o r m e d w i t h r e s p e c t t o o n e s p a c e d i m e n s i o n . T h e b o s o n s 
a re e n c l o s e d in a c y l i n d r i c a l v o l u m e as s h o w n i n F i g . 3 . I n o r d e r t o s i m p l i f y t h e a n a l y s i s w e p o s t u l a t e 
p e r i o d i c b o u n d a r y c o n d i t i o n s o n t h e p l a n e s u r f a c e s p e r p e n d i c u l a r t o t h e m a n t l e l ines (z a x i s ) a n d v a n i s h i n g 
e i g e n f u n c t i o n s a n d p r o p a g a t o r s o n t h e m a n t l e . F i n a l l y , t h e l e n g t h , L, o f t h e c y l i n d e r sha l l g o t o i n f i n i t y . 

t Fig. 3. Boson gas confined to a cylindrical volume. W h e n 
\ ) X . ' the one-dimensional thermodynamic limit is performed the 

. — V cylinder length, L, approaches infinity. 
H. L 

A n e x p o n e n t i a l z d e p e n d e n c e c a n b e sp l i t o f f f r o m t h e e i g e n f u n c t i o n s o f E q . (3 .1) . T h e r e f o r e , w e r e p l a c e 

un{r) ->unp{x,y)exp{ipz), vn{r) vnp(x, y) exp( ipz ) . (3.6) 

D i s c r e t e v a l u e s o f p are s e l e c t e d b y t h e p e r i o d i c b o u n d a r y c o n d i t i o n s . T h e first E q . (3 .1) n o w r e a d s 

unp(x, y) 
a2 a2 

2 m \ dx2 dy2 

+ J e x p [ip (z' — z)] [£(r, r ' ; 0 ) unp (x', y') + A (r, r ' ; 0 ) vnp (x', y')] d V = l n p unp (x, y). ( 3 . 7 ) 

T h e n o r m a l a n d a n o m a l o u s s e l f - e n e r g y p a r t s a re f u n c t i o n s o f x, x', y, y', a n d z — z' s o t h a t b o t h z a n d z' 
d i s a p p e a r i f t h e z' i n t e g r a t i o n is c a r r i e d o u t . T h e s a m e is t r u e f o r t h e s e c o n d E q . (3 .1) . 

B o t h £ o ( r ) a n d £ ( r ) m a y b e e x p e c t e d t o b e f u n c t i o n s o f x a n d y o n l y so t h a t i t is p = 0 f o r t h e s e f u n c -
t i o n s . A s l o n g as £o ix, y) d o e s n o t v a n i s h w e m a y e x p e c t t h a t a l so Xnp d o e s n o t v a n i s h . T h e n t h e t h e r m o -
d y n a m i c l i m i t w i t h r e s p e c t t o o n e s p a c e d i m e n s i o n (L - > o o ) is s i m p l y p e r f o r m e d b y i n t r o d u c i n g p i n t e g r a l s 
o n t h e r i g h t h a n d s ides o f E q . (3 .4 ) , 

+ oo 
n , , m v 1 / i r- ( '\i unp(x,y)u*p(x',y') G{r,r ; 0 ) = 2 / e x p [ i ^ ( z - z ) ] z ^ , 

- OO 

+ oo 
> a\ v 1 f i r- / 'm Vnp{x,y)<v(x',y') (3.8) 

n - J AnP 
-»-oo 

A f t e r w a r d s w e m a y p u t £ o ( r ) —^ 0- S i n c e i t t h e n is 

Aoo = 0 (3 .9 ) 

[ E q . (3 .5) in a s l i g h t l y d i f f e r e n t n o t a t i o n ] , t h e o n l y r e m a i n i n g p r o b l e m wi l l b e w h e t h e r o r n o t t h e i n t e g r a -
t i o n c o n v e r g e s a t p = 0 a l so f o r n = 0 . 

F o r a r e f l e x i o n a l l y i n v a r i a n t i n t e r a c t i o n t h e s y s t e m is i n v a r i a n t u n d e r r e f l e x i o n s t h r o u g h a p l a n e 
p e r p e n d i c u l a r t o t h e z ax is . T h e s e l f - e n e r g y p a r t s d o , t h e r e f o r e , n o t d e p e n d u p o n t h e s i g n o f z — z'. I n 
t h i s w a y i t is s e e n f r o m E q . (3 .7 ) w i t h t h e h e l p o f p e r t u r b a t i o n t h e o r y t h a t i t is 

h p = 0(p*) f o r p^O. ( 3 . 1 0 ) 

T h e p i n t e g r a l s in E q . (3 .8) d o , t h e r e f o r e , n o t c o n v e r g e f o r n — 0 . T h e s a m e resu l t is o b t a i n e d i f t h e 
t h e r m o d y n a m i c l i m i t is p e r f o r m e d w i t h r e s p e c t t o t w o s p a c e d i m e n s i o n s . E q . (3 .10) is in t h i s case m o s t 
e a s i l y o b t a i n e d f r o m r o t a t i o n a l i n v a r i a n c e . T h e p i n t e g r a l s m a y , h o w e v e r , c o n v e r g e , i f t h e t h e r m o d y -
n a m i c l imi t is p e r f o r m e d w i t h r e s p e c t t o all t h r e e s p a c e d i m e n s i o n s . 

T h a t q u a n t u m c o n d e n s a t i o n o f t h e i n t e r a c t i n g b o s o n g a s d o e s n o t o c c u r in s t r i c t l y o n e a n d t w o - d i m e n -
s i o n a l s y s t e m s w a s s h o w n ear l ier b y HOHENBERG 4 . 

The author should like to acknowledge discussions with W . MOORMANN, H. J. SOMMERS, and P. L. LIN. 
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On a Unified Theory of Harmonic Oscillator Two-Centre Integrals 

I I I . T h e G a u s s - P o t e n t i a l 

W . W l T S C H E L 

Physikalisch-Technische Bundesanstalt, Braunschweig 

(Z. Naturforsch. 27 a, 180—187 [1972] ; received 2 November 1971) 

Occupation number representation and operator-technique are used in the calculation of harmonic 
oscillator matrixelements for one and two centres and for equal and different frequencies. The 
potentials treated are generalized Gauss-potentials of the f o rm pk xl e x p { a x 2 } , xk pl e x p { a p2}, and 
pk xl e x p { o x p} which by application of an operator identity could be reduced to the same form. 
Applications in nuclear and molecular physics, in molecular spectroscopy and in quantum chemistry 
are discussed briefly. 

1. Introduction 

I n t w o s h o r t n o t e s c i t e d a s 1 1 a n d I I 2 f o r m u l a e 

f o r t w o - c e n t r e a n d o n e - c e n t r e h a r m o n i c o s c i l l a t o r 

i n t e g r a l s w e r e d e r i v e d f o r t h e o n e d i m e n s i o n a l a n d 

t w o d i m e n s i o n a l c a s e a n d f o r e q u a l a n d d i f f e r e n t 

f r e q u e n c i e s . S e c o n d q u a n t i z a t i o n a n d o p e r a t o r - t e c h -

n i q u e w e r e a p p l i e d i n a n a l g e b r a i c c a l c u l a t i o n . T h e 

m o s t g e n e r a l m a t r i x e l e m e n t w a s o f t h e f o r m 

(k\pmxrexp{ax}\l + d)) (1.1) 

w h e r e t h e n o t a t i o n o f t h e d o u b l e b r a c k e t t m e a n s a n 

o s c i l l a t o r o f f r e q u e n c y Q . I ts e q u i l i b r i u m p o s i t i o n 

i s d i s p l a c e d a d i s t a n c e d f r o m t h e o r i g i n . I n t h e 

p r e s e n t p a p e r a d e r i v a t i o n o f i n t e g r a l s f o r p o t e n t i a l s 

o f t h e G a u ß - t y p e f o r t w o c e n t r e s w i l l b e g i v e n . T h e y 

h a v e t h e g e n e r a l f o r m 

(k\pm x r e x p { a x*}\l + d)) , ( 1 . 2 ) 

(k\pm £ r e x p { a x p ) \l + d)) , ( 1 . 3 ) 

(k\pmxr exp{a p2}\l + d)) , (1.4) 

a n d a r e t h u s m o r e g e n e r a l t h a n s i m i l a r i n t e g r a l s 

a l r e a d y g i v e n i n t h e l i t e r a t u r e . A s h o r t s u r v e y o n 

p r e v i o u s G a u ß - i n t e g r a l c a l c u l a t i o n s m a y s h o w t h i s 

g e n e r a l i z a t i o n . T h e f i r s t s o l u t i o n o f t h e G a u ß - i n t e -

g r a l f o r o n e c e n t r e w a s a p p a r e n t l y g i v e n b y S A C K 3 

w h o u s e d a n o p e r a t o r i d e n t i t y d e r i v e d f r o m h i s 

" T a y l o r t h e o r e m f o r s h i f t o p e r a t o r s " . A s t h e s a m e 

i d e n t i t y w i l l b e u s e d l a t e r , n o d e t a i l e d e x p l a n a t i o n 

w i l l b e g i v e n . I n t r o d u c i n g i n t e r m e d i a t e s tates h e g o t 

a c o n d e n s e d r e s u l t i n f o r m o f h y p e r g e o m e t r i c f u n c -

t i o n . A d i f f e r e n t t r e a t m e n t w a s g i v e n b y C H A N a n d 

S T E L M A N 4 u s i n g c o n v e n t i o n a l i n t e g r a t i o n t e chn i -

q u e s . T h e y g o t r e c u r s i o n f o r m u l a e a n d r e l a t i o n s b e -

t w e e n m a t r i x e l e m e n t s w h i c h c o u l d b e u s e d i n t h e 

c o m p u t e r d i a g o n a l i z a t i o n o f a v i b r a t i o n a l H a m i l t o n -

m a t r i x . A l o n g s i m i l a r l i n e s a d e r i v a t i o n o f o n e c e n -

t re G a u ß - i n t e g r a l s i n o n e , t w o a n d t h r e e d i m e n s i o n s 

w a s g i v e n b y BELL 5 . I n s t e a d o f H e r m i t e - f u n c t i o n s 

h e u s e d L a g u e r r e - f u n c t i o n s a s r a d i a l w a v e f u n c t i o n s 

a n d a p p l i e d c o m p l e x i n t e g r a t i o n m e t h o d s . H i s ar -

t i c l e i s e s p e c i a l l y v a l u a b l e f o r a t h o r o u g h d i s c u s s i o n 

o n t h e a p p l i c a t i o n s o f G a u ß - i n t e g r a l s in t h e s p e c t r o -

s c o p y o f p o l y a t o m i c m o l e c u l e s . A d i f f e r e n t at tack 

t o t h e p r o b l e m o f o n e c e n t r e G a u ß - i n t e g r a l s w a s 

m a d e b y W l L C O X 6 w h o i n t r o d u c e d a F o u r i e r - t r a n s -

f o r m t e c h n i q u e i n t h e s o l u t i o n f o r v a r i o u s p o t e n t i a l 

t y p e s . 

rn n ( \ HVi f + °° ] 
(m\V{x)\n)= X ( i y ) » + " ! " } (1.5) 


